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TEMAIII

Funcdes Reais de Variavel Real

1. Limites
2. Continuidade

3. Derlvada de segunda ordem, extremos, sentido
das concavidades e pontos deinflexao

nte com B, que se move sobre a semireta 5.

auigio de P, define-se um trisngulo [APQL retingulo em P, com Q perten-
™ cente ar Sejaxa distinga de Pa B

1. Chque acontece 3 drea do tridngulo [APC] quando P se aproxima de 8, quase coinddindo
com ehe?

« Desafios motivadores da autoria de José Paulo Viana

Estes desafios podem ser revisitados no final do tema, para que
os alunos apliquem os conteldos estudados na sua resolucdo



» Revisao de contetudos dos anos anteriores ao servico de uma aprendizagem cumulativa

TEMA I Fuunoos Rlsats o Varsivel Fiosl

UNIDADE 1

Limites

inaar o estudo referente s fungiies reais de varidvel real, j4

o« 1], Revisdes

sermo geval o,

Comecemos, entao,
\ o estudo que iremos ¥

e recordar al guns concritos de sucrssies muita imporantes para
e,

Definigao de sucesséo real e termo gera

e P ) ou Chama-se scessdo real a uma fungio v de dominio N e conjunto de chegada R,
i... cpuando st 1 I —= B, Representa-se por (i), ,x 00 simplesmente por (u,),
ka7 fosem

ambiguas.

Em geral. usamos a8 Ie1ras , v, w, .., 00 a, B, €, ... par Gesignar U sucessio.

Aimagem de um nimero natural o, por o, chama e termo de ordem n e representse

P i, OU POe e,

patdiria que define 0 seoessio u designa-se por terme geral da suces.
430 & representa-e por u,.

O grifico de qualouer s peelo conj de portos de o

1, trgh, €0m 1 &N, Logo, serk sempre um conjunto de pontos isolades.

Examplo
Fansidera a sucesio () definid por v, = 2=
PROFESSOR 1 B
=0, U =—et 0 08 primeinos ks termos da sucessio.
EETENE =413, 2
s B Arepresentacio grafica de (o, & “
Solugdes
L
" -
Bl *
¥ 1 .
L] - -
6

» Explicagao facilitadora da aprendizagem,
com recurso frequente a exemplos
do quotidiano

2.1. Teorema dos valores inte

UNIOADE 2 Contiusdade

Considera as duas situacoes seguintes:

Caso 1
Um depdsito encontrava-se vazio. Numa
manhd, comegaram a enché-lo de dgua. No
final desse dia, a altura da dgua no depdsito era
de 3 metros,

71848
Bokzana fol s

et b o
ik el antiga Bomia
(sl Reyriblica Cheeal,

O e ek chertiices
i st v ek
P a g, e s
variahon tarmen da
Mutemitica e da Ligica.
s 528 dhescobentas foram

Contrmporiness.
Sempee se pEOCUpoU Com
@ rigor nan prmvas.
dhemoninou, enbe oube
Cancn, 0 beeea dhn

= mals de 3 anas de servigo na empresa; 1300 euros abirs intremebon,

3 anos linclusive) de

0 euros

Distinguiu-se corm um
dhos masiores Kigicon do
e, XIX o condmada
s da beoria e
carjuritn de Cardur,
Dieverran Lambsien &
3 trabualbudon, pois, por exen- Bolrana imporanie.
stk selbee g
comtimias me derhveds &
e, trabialhes, poreinos sobwe
comwergEncia de séries.

Repara que, ner caso 1, 2 altura da S5ua ndo pussa de O para 3 metras, sem passar por

todos o valones intermddios entre O
lesde o

i sefa, a altura da

com hy enchimento,
que
o, o vencimento passa de 1000 para 1100 euros sem passar por venhum dos valores

o

nUAmEre com o lempo de service

Consadenenos, agors, quatio fungdes de dominio L5, bl e a5 respiivas representagies
prificas:

Sefa k um vabor quakiuer compreendido entre fla) & A5

LNCACE 1 Limtes

Limites de sucessbes

Dada uma sucessho (u), um ndmen real [ diz-se Rmite da sucessdo () ou limite
de 1, quanda n tende para s, quando, para todo o ndmen real & = 0, exkair uma
andem psMial que ¥ naM o2 p e fu, - | < Becsorevese lim o, = Jou limu, =

T ———
lamite, e

Uima sucess5o 1) fem limite s, & escrive-se lim o, =+ ou lm o, = += 0u
Nim ur, = +os, quanda, para todo o [ > 0, existir uma ordem p N tal que ¥ n oM,
AEpesu,>
Nesta situacho, diz-se que w, ferde fHra 4o © EPESCNL-S PO 1, — +o,

Uma sucessdo (u,) tem limite <=, @ sscrove-se lim o, = <= ou lim u, = = ou

quando, para 10do o L = 0, exlstir uma ordem p el que ¥ o s N,

Defini¢des, teoremas, propriedades
e notas devidamente destacados
para uma mais facil identificacdo

TEMA 11 Fangies Reas de Varsvel fsal

Em qual ou quais das quatre fungdes representadas graficamente se pode garantie a
existéngia de pelo menas um objeto de imagem igual a Kt

-

el
I
i

sesposta com um evenpl.

adequad,

Teorema dos valores intermédios ou teorema de Bo)

Dada uma fungio real de varidvel real £, continua n
intervalo | = |a, bl, com a < b, para qualquer valor k €
do intervalo de extremos fla) e fib) existe ¢ e/ tal qu
flc) = k, ou seja:

fé continua em [a, b]

fla) < k < fib) ou fib) < k < fla) } = cela blfch=

fungdies continuas, coroling
zano-Cauchy:

Se £é continua em |a, bl e fa) = fib) < 0, isto &, se
fla) e k) sbm sinais contednios, entio a funglo §
1o pelo memos um zeeo em La, B, ou seja: 3 o ek ¥

& continua em |4, b] ] |
faxib<o | =3cehbifci=0




pARA O SUCESSO

NO EXAME

« Mais de 190 exercicios resolvidos
que abrangem todas as tipologias
presentes em Exame

Um dos erros mais comuns no\,...

funcdo f no intervalo aberto |1, o

! . Chamadas de atencio
~® ) paraos erros habitualmente
cometidos

De facto, se a funcao ndo for cont
cluir através do teorema de Bol

seguinte representacdo grafica

PROFESSOR

 Verificagdo imediata da aprendizagem
através dos exercicios de aplicagao direta
propostos na margem lateral

VA il Fangtes Reas de Varisvel Fieal

3.6. Aplicar a nog&o de derivada & cineméatica do ponto

» Rapida correcao dos exercicios em sala
de aula possibilitada pelas solugdes
integradas no Manual do Professor

« Indicagao das Metas Curriculares
trabalhadas em cada pagina

» Sugestdes para o professor para
uma gestao flexivel do curriculo

oTiao enms
11%, os descritores

de Matemdtica A,
100 117 e 127 Anos

Solugées
54,

a)becm/s b)30cmis €)22 cm/s
d) A velocidade diminui no

ntervalo de le 1o j| -
y intervalo de




e Remissdo para exercicios de consolidagao, organizados em trés graus de dificuldade

TERA 81 Furcéues Flaas o Vit o UNIOADE 3 etremcs.

@ s s esti 3.4. Problemas de otimizagéo © et sefases chegae
planear consaruir um . oo um b e emergia de

()= 0 e 2 e s mt g

parque setangular com e uma central ekérica ak
i o S A modelagso consiste em encontrar fungdes, a que chamamos modelos, adequadas b 3 wma Eibrica kocalizada do
© parue serd vedado por resolug ko de problemas das mais diversas dreas da cibneia. No caso particula em gque a P e T b outre Lado de i, que
s cerca nos inks Ladks sobugdo do problema reside na determinagio de um extrema relalivo (mdxing ou mi- 5 by SO0 et che Larguera,

ko adjacenics &
swtcesirads, como indca
a igura 530 05 casos, por exemplo, das empresas que querem maximizar o lucro, dos imvesti-

nirma), dizemos que estamos perante um problerma de olimizagdo.

dones que peetendem maximizar os dividendos ¢ minimizar os riscos, dos viaanies que
cpserem minimizas o fempo gasto para fazer determinac peroursa, ..,

Um método geral para resolver problemas de otimizacio envolve viras dapas, das
puals destacamos:

Sabe-se que a tibrica se
ncont & 1000 melios
eha cent

Ler & pensar - Dives lor o enunciado com atengdo ¢ pensar, Deves identificar aspetos
essenciais do problema, questionar-te sobme se alguma iécnica te parece mais amopeiada, stk come
a figura, ¢
PA——"—
passar o cabe por bera
Iy ey

b Chaal & a menar
quarsidade do corca s existem estimativas razodvels para a resposta, ..

Qe se pode gstar para £ ¢ g 3
o .l,.,x:,,.l Construir - 1 te & inlerpretaste cor
retamente o problema. Escolhe as varidveis ¢ estabelece relagdes entre elas. Limita os.

e

B Qe dimemdies. lewi & P 2 s 7 enquania o cusn de Gser
o, nesse casol dominios das varidveis dqueles para os quais o problema faz sentido. ek e A S ‘.,‘ poskir o cabo debuiso de
Aplicar métodos de redugho - Verifica se ¢ possivel elimanar variivess por susstituigho, dgua 6 dhe 5 euncn por
netn. Nestas condsgies,
Resolver o problema - Resolve o probilema usando as técnicas de ciloulo, dletermina 1 ajekinia mais
2. Pretende-se construir uma caixa, sem tampa, a panie econdemica e india o sweu
i is che e e il . B0 i i
Interpretar e validar - Depais e [} , verifics se a solug serlich. de um pedaco de cartoling de & cm por 6 cm, cor | i,
T s 1089 dobeinda o8 Ladk
cirna. Seja x 0 lado dos quadrados recortados.
[OYOOMUPRUPPMP ©crcicios resafvidos | Determina o valor de x que mazdmiza o volume da
perimesso ) cm. ai lcula ixima,
ol 1. Considera o retingubos que se podem inscrever CAb aica g CARDA TR I
do-que tem frea mdsima 1o grifico da fungio y = 1 = o2, para =1 Sx5 1, @' APRENDE FAZENDO
em que a hase se encontra no civo O e os dois Sugestha de resokucio

witices superiones estio sobre o grifico da funcia.
Determina a maior drea possivel desses retingulas.

Pigs. 70,74 e 75
Exercicios 25, 26, 41, 42,
43, 44,52, 53 e 54

A base da caixa é um quadado de lado 6 - 2x e a allura
da caixa é x. Logo:

Viri=i6-2xfx=

=036 -24x + dxllr =
Suprstha do resclucac. = dx' = 2de’ + 36y, comx e |0, 3]
Sejam x €0, 11, 2x o comprimento de cada um dos retingulos que se podem Vilx) = (s - 2407 + 3l = 1267 - 48ix + 36 CADERNO DE EXERCICIOS
oonstruir ras condighes referdas e y a sua langura. E TESTES
Visi =0 e — 28 s36=0

Determinemos uma expressdo da drea dos retingulos em funglo de o

Pag. 11
Exercicios 18, 19, 20

o -dre3=0

Alx)=xxy
o orndsfl

=251 - x

wx=lve=3

A'lx) = (2x = 2x

TEMA NI Foor

[# Aprende

TEMA I "

a prirmieina derivack ¢ regativa em R o que a segunda dervada
intes pode estar representada parte do grafico da funcio gt
(5 y

o tridngulo retingulo, comao
Itens de construGao fe cacws s comprmeno _—— i

do retdngulo inscrito que

©e) -4 ! as dimensdes da lata para que o custo de produgio wija minimo?
-
o 3
@) A resisténcia de uma viga de madeira cuja base & retangular ¢
proporcional ao produto da sua largura (€] pelo quadrado do seu
compri (], Determina as s, COM APFoXiMacho is
milésimas, da viga com maior resisténgia que se pode cortar de
€ Considera a fungio f definicda por: um tronco de mardeira cujo didmetro é 30 cm,
r ~
| Selughes Largura: 7003 ¢ i 29,001 ¢

Sabe-se que uma fungio b & al que ¥ x e R, bix) > -fx,
Qual dos seguintes valores pode ser o valor de lim hix?

@) Urna empresa pretende criar um folheto o de forma retangular com uma drea impressa de
a2 [}l | 4o 0} e 25 e, rodeada por margens de 2 em de cada lado e de 4 em em cada um dos topos, Quais as di-

r 5 tha de e i i i
( Solugho: 0= ) mensdes da menor folha de papel que podee ser usada para fazer o folbeto nestas condigdes?
0 Considera s fungdes § e g definidas em [-3, 0] por: | Soluglon Largura: |23 « 4| cm; o o: {5 Ie J
PV L S Blx)= - lr+3F—9
Joras 123 (fr =3 - 5) @ Estuda e representa graficaments as fungdes definidas por:

Sabe-se que uma fungio b & tal que ¥ x & -3, 01, gle) S hin S fx. ) glx) = % o) bl = x - 1
- z
Qual é o valor de lim bt v
) 2 81 4o 1) e Vi m 3= 1
( Solughor oy 5 ) " T

©  seja fuma funcio de dominio B, """"."E"' no intenalo |1, 31. Tem-se que A-1) = 30 A3) = 8. @ Enuncia o leorema das sucessies enquadeadas e usa-o para determinas o limite das sucessbes de
Indica qual das expressies seguintes define uma fungio g, de dominio B, para a qual o teorema de i
Bolzano-Cauchy garante 2 existéncia de pelo menos um zem no imtervalo |-1, 31 R0 n
Al st =5+ A B gtr) = x - A9 g = 5 + ) 01 gte) =22 - ) Ve

( Sohugdesar 2 bis )




SISTEMATIZACAO REGULAR de conteldos

para melhor ORGANIZACAO
de conhecimentos

e DESTREZA
na resolucao de exercicios

 Sinteses esquematicas « Sintese global no fim de cada tema
intercalares com exemplos e remissdes para
as paginas de teoria

TEMA I8 Furches R o varins Fnal
T L = si E
5 g "

. Derivada de segunda ardem, extremos, sentido das concavidades e pontas de inflexio

12 Passo: Determinar o dominio da fungay®

27 Passo: Determinar a expressao da fungal

3? Passo: Determinar os zeros da funcao f°
47 Passo: Estudar o sinal de /.

52 Passo: Construir um quadro no qual £, .. .
zeros da segunda derivada g

+ Testes globalizantes,

cumulativos, no final
de cada tema

NN ) )
\&\\\ RESOLUCOES PROJETAVEIS

DE TODOS 0S EXERCICIOS




ADICIONAL RESOLUCOES PROJETAVEIS
'{,RAE;{‘RO EX/AU_E DE TODOS 0S EXERCICIOS

 Sinteses alternativas as do Manual

 Exercicios resolvidos e exercicios propostos para treino,
organizados por grau de dificuldade

» 6 testes cumulativos para preparagdao dos momentos de avaliagao,
com matrizes de conteudos e cotagdes

« 3 provas-modelo, respetivas propostas de resolucdo
e critérios especificos de classificagao

DOSSIE DO PROFESSOR

Destacamos:

30 questdes de aula

1 teste de diagndstico
e 6 testes cumulativos

2 propostas de planificagdo semanal,
possibilitando a abordagem ao dominio
“Primitivas e Calculo Integral”

Planos de aula

Propostas de resolucdo de todos
os exercicios do projeto

MATERIAIS EDITAVEIS
EM 20 AULA DIGITAL

do Professor

Dossié




! Combinagdes
. a cal cinco bolas nu

a0 tato,
s distintas podemaos.

1a5, indisting

2[) AULADIGITAL

De quantas ma
extrair sir ente duas dessas bolas?
Por se tratar de

ordem das bolas, mas sim quals as trés bolas escolhidas,

extragio si A o i

Assim, o nibmero de formas distintas de dadas cinco bolas escolher duas é

. -
c o m o u se m I nte r n et igual 30 nimero de subconjuntos de dois elementos de um conjunto
, com cinco elementos.

A situagio apresentada cormesponde a combinages de 5 elementos, 2

a2, queéigual a:®c, = 10,

tenha acesso e
ao seu projeto escolar

Apresentagdes em PowerPoint®
O essencial para todas as unidades

@ Apresenta¢cdoes em PowerPoint®
L 40 Simuladores GeoGebra®

27 Resoluc¢des animadas

B Testes Interativos

/" Resolugdes projetaveis

Resolu¢cdes animadas, passo a passo

e Multiplos recursos para projecao,
acessiveis a partir da pagina
do Manual e articulados com
os conteudos

 Fichas, testes e apresentacdes
em PowerPoint® editaveis, para
adaptacao as suas turmas

» Possibilidade de envio de atividades
para TPC com corre¢ao automatica
e relatério global

Experimente ja =\

www.expoentel2.asa.pt — B




